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SUMMARY: In the present paper we utilize the Generalized Dynamic 
Factor Model proposed by Forni et al. [2002] to construct a short-term fore-
cast of the real GDP in Bulgaria using a large data set of 140 indicators from 
all sectors of the economy. A simple method is described for selecting a 
smaller subset of data series that provides better forecasts. Even in this case 
the number of variables used for the forecasts is still much higher than that in 
the clasical multivariate time series models. The latest available observations 
of the series with smaller publication delay are also exploited to capture the 
most recent developments in the economy.

Petra Rogleva, Bulgarian National Bank, Economic Research and Forecasting Direc-
torate, Rogleva.P@bnbank.org
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�� �� 
�������

���  !"# 	����	�	 ���� ���� ��

���� xit� i = 1, . . . , n

��� �� 
��
�	����� �	 ��� 	�� �� ���� �������� �
���������

����	�
��� ���������	$ ��� ������ ���������� χit� ���

��� 
�
�	���
��
� ���������� ξit� ��� ������ ���������


	 �

��� �� q��
���	
���� �����
 �� ������ �����
	 %q 
	

���
����� ���� 	�����
 ���� n&� ���	� �����
	 �
� ���

	��� ��
 ��� ��

����	 
� ��� ����� ��� ������ �
�� �
'�
���

���(�
���	 ��� ��� 	�
����
��

#�
� �
��
	����

%)& xit = χit + ξit

= bi1(L)u1t + bi2(L)u2t + . . .+ biq(L)uqt + ξit

= bi(L)ut + ξit,

���
� L 
	 ��� ��� ���
���
� ��� ut = {(u1t, . . . , uqt)
′, t ∈



12

D
P

/8
6/

20
11

Z} �� ��� �����	 �
 ������ 

���	� 
�� �� �	�����	�
�

����� ������ 
�� ��� �	������� {ut, t ∈ Z} 
�� {ξit, i =
1, . . . , n, t ∈ Z} 
	� ����
��� �	������
�� ����� ��� ����
��� 
�� ��� ��������	
��� ���������� 
	� ����
��� �	�

������
�� 
�� bij(L) =
∑∞

k=0 bij,kL
k� i = 1, . . . , n� j =

1, . . . , q 
	� n × q ���
	������
��� ����	�� �
���� 

���	

��
������

��� ������
���� �
 ��� �����	
� ������� �
�	�� �
 ���

�
	�
���� ���� ��
� ��
	� �
 ��� ���
� �
	�
���� �� ���

�
�
 ��� �
� �� ����
���� �� 
 �
	�����
	 

���	� �
 λnk(θ)

�� ��� k��� �
	���� ������
��� 
� 
	������� θ �
 ��� �����	
�

�
�	�� Σn(θ) �
 {xnt, t ∈ Z}, ����

λni(θ)
n∑

j=1

λnj(θ)

����� ��� ����	������� �
 ��� i��� ������ 

���	 �� ���

���
� �
	�
��� 
� 
	������� θ� ��	�� 
��  ���� !"##$%

�	��� ��
� ���	� ������ 
 q����������
� ����� ����� �	��

���� {ut, t ∈ Z}, �
���
���� ��� 
���������� �
 ��� �����
�
 
�� ���� �
 �� ����� ��
�

λnq(θ) → ∞, 
� n → ∞, θ�
��� �� [−π, π] 
�� ���	�

������ Λ ∈ R ���� ��
� λn,q+1(θ) ≤ Λ, 
�	 
�� θ ∈
[−π, π], 
�� 
�� n ∈ N.

&��� ���� ���	��������
���� ���� ��������� ����	��

��
�' $% �
�� ������ 

���	 
(���� ��������� �
�� �����

�
 ��� �	����������� 
� n ���	�
���� 
�� "% 
 ������� 
�����

Z

Z
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�� ������������	
��� 	
��� 
�� �	����� ���������	
�� ��
�

�����
� �� 	������� ��� 
��� �����
��� �������� 
�� ������


��� ��� ��
�����	��
� �� 
�� ���������	
�� ��
�����
� ��


�� ��	�
 ���	
�� �	�
�� 
�����

��� �	
� �����
��� 	��� ������
� 	 ���
����� ��� ������

�� 
�� ��
��� q �� 
�� ��

�� �	�
���� �� �� ��


λin =

∫
θ∈[−π,π]

λin(θ)dθ, i = 1, . . . , n,


� �� 
�� 	�����	
�� ������	���� ���� 	�� ������������ 
���

��� �	��� n� �� �����
 
�	
 
�� ���
 q 	�����	
�� ������	��

��� 	�� ���	��� ������ 
��� 
�� (q+1)�
� ���� ���� 
���� ��

	 ����
	�
�	� �	� ��
���� λqn 	�� λq+1,n�

 ���� �
 	�� !"###	$ ����� 
�	
 ����� ���
	�� 	���
��


����� 
�� 
���� !%$ �� ����
���� �� 
�� ����� 
�	
 
��

��
�����
� χit 	�� ξit 	�� �������� ��
��
����� ����

	��� ����
���
 	 ������
��
 ���
���	
��� ��
�
	
�� �� 
��

��
�����
� ��
 ����� 	 
�������� ��
��� ��� 
�����	�


��� �������� ��  ���� �
 	�� !"##"$ 
	&�� 
�� 
���� 
���

	�������	
� ��� ��������	
��� ��
�
	
��� 	�� �����	�
����

	�� �������� 	 
��� ���
���
��� �
���
��� �� 
�� �	�
�� ��	��

����� �
 �� 	���
�� 
�	
 
�� ��

�� ��
�����
� χnt ����

��� 	 V ARMA(S, s) �
���
��� �� 
�� ���


χnt = Bn(L)[A(L)]
−1ut,

����� Bn(L) = Bn
0 +Bn

1L+ . . .+Bn
sL

s �� 	 n× q 
	
���

et al.et al.

et al.et al.
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���������� � �� 	
� ��� ���
�	�
 L �� �
��
 s� ��	
 Bm
s �= 0,

��
 ���� m� ��� A(L) = I−A1L− . . .−ASL
S �� � q × q

���������� �� �
��
 S ��� S ≤ s+ 1�

��
 ���� k, Bn
k �
� ���	�� ��
 n ∈ N, �� �� �� ��� ��
�

��
��� 	� xnt ��� 	
� �����
 �� ��
��� n ���
������ 	
�

���	�
 �������� �� 	
� ��� ��
��� ����	 �� �
������ �
��

	���	
�
 ��	
 Bm
s �= 0, ��
 ���� m ������� 	
�	 Bn

s �=
0, ��
 n ≥ m ��� ���
��	��� 	
�	 �	 ����	 ��� �� 	
�

���	�
� �� ������ ��	
 �	� s�	
 ��� �	 ���� �� 	
� ������

��������	��

��	����� 	
� ������� ����� � ! ��� �� 
��
�		�� �� �

�	�	�� ��
�" ��


ft := (f1t, . . . , fqt)
′ = [A(L)]−1ut

��� r := q(s + 1), Ft = (f ′t, . . . , f
′
t−s)

′ �� � r × 1 #��	�
 ���

�� 	
�� �
� 
���

�� 	� ��	�
� �	�	�� ���	�
�� �
� ����� ��


xnt �������

xnt = Bn(L)ft+ξnt = Bn
0 f
′
t+. . .+B

n
s f
′
t−s+ξnt = CnFt+ξnt,

��	
 Cn = (Bn
0B

n
1 . . . B

n
s ) � n× r ��	
�� �� ���$����	��

��� ��� ���	
��	�
 �� ��
��
�
��

�
� �
�����
� ��
 ��	���	��� �� ������ ��� ��������

�
�	�� ��������	� �� 	
� #�
������ ������	� �� 	�� ����

����� ������	 
� Bn(L) �
 � 
����� �
���
���� �� L ��� Bn
k �


n× q ��	��� 
� �
������	
 ������	������� 	�� ��������
 �� ��� k�
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������� �����	
� ���
� ��� �

���� ����
����� �
 ���
�

�� �	� �������� ��������� ΣχT
n (θ) �
� ΣξT

n (θ) �� ��� �����

���	 ��
���
 �������� �� χnt �
� ξnt ��� ��
��������� ����

����� �������	 ������� ����������� ��� �������� ΓχT
nk �
�

ΓξT
nk �� ��� �����
 �
� �����

������ ������������
�� ���

������ ��� �		 	��� k ��� �����
�� �
 ���	
�
� �
 �
�����

������� ���
���������
� ��� ��������� �� ΓξT
nk ���� � 
�
�

���� � ������
�	 �	���
��� �� ��� �� ���
� �����

������

����� ��� �		�!�� �� �� �����	���� �
 �		 	��� k� "�!�

���� ���
� �� �	� ������ ����� ���� ��������	 �����
�� ����

�����
� �� ���� ��� � ������
�	 �
����� �� ��� ���������

ΓξT
n0 �������� ���������
� ��������
�� !��
 ��� 
�����

�� ��� ������ n �� 	���� !��� ������� �� ��� 
����� �� ���

��������
� T � ��� �#�	�
����
 �������� ��� ����� ����	��

�� ���� ��� ����������
 �� ΓξT
n0 ���
�� ���� �������� 	����

�������
���� ���
 !��
 ��� ���� �������
�� �� ����� ���


����� ���� !��
 n �
�������� ��� ����� �����
�� ��������

�
� ΓξT
n0 �
������� ���� ������ ���
 ��� ����� �� ��
���
�

��� ���� �������
��� �
� �����
� ���� �� ����� $��������

���
 ���! ���� ���	���
� ΓξT
n0 !��� �

 �
������� ��������

�������%
��� �����# !��� ���
��� ����
��	��� ���� 
��

� ��� ��� ��
�����
�
 �����
��� &
 ��� ���	������
 �� ���

����	 !� �	�� ��� �� ���� ��� � ������
�	 �
����� �� ΓξT
n0

������ �������
� ��� ����
��������

'���
�	
� ��� r�����
���
�	 �
�������� ����� ���

��

�
 ��� ������ ������� �� ��������� �
 ��� ����� ���

��

�
 	�
��� �����
����
� �� ��� ����������
�� ����� 	�
�

���� ������� 	��
��
 
�� �����	�� ��

et al.et al.

et al.et al.
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��� �����	�
��	� WT
nt = (W 1T

nt , . . . W
rT
nt ) ��� ���
 

�




� �����	�� �	 

��� �����	 ���
 �� 

� ������
 ��� �

����	 ������	���
�� �����	��� �
� ����

� ��� 

��� ����

��	�
��	� ��� ��
����� �� � ����
��	 �� 

� ��	��������

����	����� ������� �� ΓχT
n0 �	� ΓξT

n0 � �
��� 
��� ������

��� ����

�� �������	� 
� 

��� ���	���
��	���� ��
���� ����



� ��
�� ��
���	 

� �����	�� �	 

��� �����	 �	� ���

����	���
�� 
����� �
�� ����� ����
��	�� ����	
���� �� 

�

����� �	 � ��
��
��	 �
�	 

��� ��� ������� ������	���

�	 

� �����	�
��������	���
�� �����	�� ��
���� �
��
 ��


��� 
� �� 

� ����� ��� �������� �� �����
 

� ������	�

���
�� �����	��� �	 ������ ��
� 
� �� ���
 
��
�� 

�	 �	

�
���
���� ����	��� �
�
��
��� ������� �� 

� ������ �� ��
��

�
� ���� 
���� ��� 

� �	��� �� �	���
���� ������
��	 �	

� �	�	� �	� !������	�" �������� 
� � �	����
���	�" ���

����� �� 

� ����� �� 

� ���
���� #������� 

� ������ ��
�

�� �����
�� 
� ��	
����
� 
� �������
 �������� ������� �


�� �����	�� 
� �� �����	� ��� 

� ���
 �� 

� �	����
��� �	�



�� $��
�%�� �
� ����

�
� ����� ���		�� �� WT
nt �� � ��	���
�	
 ��
���
��

�� 

� ����� ���		�� �� 

� �
�
�� ���
���� �� n, T → ∞�
#�	��WT

nt ��	 ��	���
�	
�� ���������
� �	� ���	
 �	 

�

�����	����
�� ������ �	�����	� 

� �����	 �����	�	
�

χnt, �� n, T → ∞�
&�	�� 

� ������	���
�� �����	�	
� ��� ��

���	�� 
�



� �����	 �����	�	
�� χnt ��	 �� ���������
�� ��

���$��
�	� 

� ��
� XT
n �	 WT

nt� &��������� �������
� ��



� �����	 �����	�	
� 'k������ �
���( ��� ��
��	�� ��
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��������	
 χn,t+k �	 WT
nt�

���	� �� 
�� ������ 
�
�� ��
�� �	��� ����
�	 ��	�����	��

��� ������	�� ���
�	 
����
�� �� ���	� �� 
�� �����
��

����� ���� ��� ��� ����� ���������� �
	 ������� 
 ����

��
	��
� ���������	� ���� ��� ��������� �������� �	  ���!


	� "
���	 ������ �
��� �	 ��
��� ���	���
� �����	�	���

#�� ���������	� �
	 �� �$������ ���	 ��� �
����� ������

������	
� ����� ��%�� ��
	�&�
	��� �	 ��� �

 ��������� ��

��� ��
��	
�� #�� ���������
�� ����� �� ��� �� ��
� ����


 �
�
��� ���� �	������
���� �	�
�
	���	��� ����������

�	  �����	 '� ������� �	 
�����	
 ��� ����� �� 
 �
�
���

���� 
 ��
	�&�
	� ��%���	�� �	 ��� ����	
 �� ��� �
��
�����

(� ������ �� �������� ��
� WT
nt �� 
 ��	�����	� �����
���

��� ���� �
��� �� ��� ��
�� ��
		�� �� ��� �
������ 	�� ���

��� �
����� ����������� #�� ���	��&�
���	 �� ��� �����	

�
����� 
	� ��� ���)���	�� �� ��� &���� Bn(L) �
��� ���

������� �	����
���	
� 
	� ���	���� 
��������	� 
	� ��

������
��� ��������� �	 ���	� �� 
�� ����*��

� ��� ����

���� 
 ���������
� ���	� �� ����� 
�� 
�
��
��� �����
	�

�
��
���� ������ �	 ���	����� �� �	������ �	 ��� �
�
 ��� 
�

��� +,�- �� ������ �� 
��� 
 �����
�� ��
� �� 
 ��	�����	�

�����
��� �� ��� �����
� h����� 
��
� �����
�� 
� ���� ���

��.� �� ������������	 
	� ��� ������ ��	
�� 
� �� �	&	����

/������� 
� �$��
�	�� �	 ���	� �� 
�� �������� �	 ��
�����

et al.et al.

et al.et al.

et al.et al.

et al.et al.
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�� �� ��� ����		��
�
 �� �����
� 
�������� ����� ��
�

�	��� ��		������� ��
 ����� �
����������� ��	��������

����� ��� ������ ����
 ���
�
� ����������� ��
 �� �������

����������
 �� �

������� ��		�� �������� ������
�� ��


������� ������ ��
 ��� ��
  � ������ ��
� �
�
���� ����

��������� ����
 �� � �	��� 
������ ��� ���������	 ����

����
 �� � ������ ����

!� "�
 ��� ������� ������� ��� ����� 
��� ��� ����

��� �� ����"���� ��� ��� �������� ��
 ��� ��������� �� 
���#

����� ����� ��� ������ ��� ������� �� �	���� � ���#���


��������� $����� �� ������� � ��	��������
� 
��� ���� %�

��	����� 	��� �������� 
�������� ��&� �������� ������� 
���

��
 ����� ��
���� ���� ��
������� ���� �������� ������ 	��#

����	��� ������ ��
 �	����� ��		��#��#�
����������� ��#

���� !���� ����
 �� 
�������� ���	 �������� ���
��� ��


���
������ ��
���� ��
 ���� ������� ��
� �	����� �������#

���� 
���� ��
 ��
� ������� ��
�������� �� ��� ������ ���#

��	�� 
�
����	����� �����
� �� ����� � ��������� ��� ��#

������� � �	����� �� ����	�� ������ �� ��� ���� 
������� '�

���� ��� �������� �� ��� ������
� ������	���� �� ��� 	�
��

�� � ����
�#���� ��	� ����������� �(������� 
�������
 �� ���#

���� ��)�

!���� ��� 
��� ��� ��� �������� ��	������ *�� 	������

��
 +�������� ������� '� �����
� �������� �������� 
���

����� ��
 ��	���� ,-. ��
 ��� ��	��������� ������ 	��#

&�� 
��������� ��
������� ���
������ ��
 ��
������� ��
 ���
�

�����
��� ����� ��
���� �/.%� 0%/. ��
 ��� 	������� ��������

���
�� 
��� ������	�� ��
 �������� ���
����� �(������
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�� �� ��� ���
�� 
	�� ��� ����

��� ������ �� ������ �� ��������� ��� ��	���
 ���
�� �� �

��������
 ������	�
� �	 ����� �� ���
��� ����
�	��
 ���
��

��� ������
	� ���	�������
�	� ���� ���	 ����� � �������

�����	�� �
����	�� ��� ����
�� �� ���
�� �
�� ���	��	���

�����	��
�
 �	� ���	 ��� ��� ���
�� � ���� �
����	�� ���

����	� ��� 
	
�
�� ��	�� �� ��� ���� ��� 
� ����  !!! "# ��

 !!$ " �	� ����� ��
� �������	� ��� ������ 
	������ %%

��������
�	�� &
	���
� ��� ���
�� ���� ����	 
	 ���
��
�	

���� ��� ���	 �	� �
�
��� �
 ��� ���	���� ���
��
�	 ��

����
	 ������� 
	����	��	� �� ��� �	
�� �� ���������	��

� �������� �
�� �� ��� ���
����� �	� ���
� ���	�������
�	�


� �������� 
	 ����	�
' (�

� �������	 
���
�	���

��� �������	

�	 ��
� ����
�	 �� �����
�� ��� ����
���
�	 �	� ��� ����

�����	�� �� ��� ����� �����	��� 
	 )���
�	  ��� ���������


	� ��� (�����
�	 ���� *+,� -� ���� ���� ��� �����
�� ����

�����	�� �� ��� ����� �
�� ���� ���� ��� �� #.! ���
�����

�	� ��� �������� ������� ������ 
	 ��� ����������� �
��

��������
	� �'���
���

/�� Ỹ �� *+, �� ��	���	� ��
��� ����  !!! "# ��

 !!$ " � ����� ��� ���	�������
�	� �����
��� 
	 )���
�	

% �� ����
	 �����	���
 ��0����� ���
�� 
	 ���� �
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Y = (1 − L)(1 − L4)Ỹ ��� �������	
� �
��
� y = Y−μ̂
σ̂
�


�
�
 μ̂ = 1
T

∑T
t=1 Yt� σ̂ =

√
1

T−1
∑T

t=1(Yt − μ̂)2 ��� T

�
���
� ��
 �����
 ��	
� ��
 �
��
� y �� ��
 �������
 



��
 ���
���� ���
��
� 
��� ��
 ���
� �������	
� �
��
��

����
 ��
 ������ ��� ��
 ������������� ������
����

��� χy ��� ξy� �� ��
 �
����������� �� ��
 ���������
�

��� y ��
 ���������� �� ��� �
�� ��� ���� ��
� ��� �


���
���� �
�����
��� �� ��

 �� ��
 ������������� �� ����



�� ����������
������ �
�


� ��
 ������������� ������

�
��� �� �������� �������
������� ��
���  ���� 
� ��� !"##"$

������
 ���� ��
 ���
���� �� ξy �
 ���
� �� �������� %���

������
 �� ��
����
������� �%���������
 �
������ &�
�


�
�� ��
 �
�%��� ���� ��
 ��
%�� �%����������
 
'
����
 ��

�()������� ��� �������
 !"##*$ �%��
�� ���� ��
 ��������

������ ������
��� ��
 ���%���� ������ %����
�������
� ��


�%����� �����%�
 ���� ��� ������ �	���
�� �����

���� ��

����	�� ��� �	���
� 	��
�� �� �
�����������	� �	
�	���

�� ��� �	���� 	
� 	��� 	��� �� �	��

� 	�� ��� �
�����	���

���	���� �� ��� ��� 	��
��	��� �	
�	����� +
 �����
 ��

�����
 ��
 ������������� �
��� ��� �%� ���
���� �� y �� ���

����
� �� � ���
���� �� ��
 ������ ������
�� χy�

�� ��������� ��
 �����
�
�� ��
������� ��
 ���
� ���


�� �
 ����
�� ��
�
 �����
�
�� ��
 ��
 �%��
� �� ����

��� ������� q ��� ��
 ���
� s �� ��
 ������ ������� Bn(L)�

,�
 �������
 �
�� ��� �����
 �� ��
 �%��
� �� ������� ��

���
� �� ��
 ����
���
� 
��
����%
� �� �
��
����� ���
�

λ̄jn �� ��
 ��
����� �
����� �����' �� ��
 ���
�
�� �� �%��

�λ̄jn �� ��� ��� �	 ��� 
��� ����
������ �	 ��� �������� ��
����

et al.et al.
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������ �� 	
��� �
 �
� ����� �������� ��������� �� ���� ��
������ 
������

����� �
�� q �
���� �� �
���� �� �
�� �
� ��� ������� λ̄qn

��� λ̄q+1,n �� ���� ����������� �
�� �
� ���������� �������

�
� ��
�� ����������� ������������ ������ � �������� �
�

���������� ����������� λ̄jn� �� ������ ��� � �����������

��� ������� ��� ��� ����������� ����������� ������ ��� 


��� 
�� �
� ���� ��� �
� ������� ����� �� ��� !"###�$ �� 

���% �
�� ������� �
� ������ q ������ �
�� ��� ���� �����

������ 
��� �������� ������ �� ����������� &� '���� �

�
���( �
� ���� �
��� ������ 
������ ������� ���� �
��

)# ��� ���� �
 �
� ����� ����������� ��� �
� 
����
 ������


����� ����� ��� ���� * ���������� ������ �� �
� �����

�������� ���������� ����
������( �
�� �������� �
�� �
 �
�

����� �� ��������� ���
( 
�� �������( + ������ 
������(

�������� ��	�
	���� �� 
� ����
������� ��
�		� ������ �� ��� �������	
[0, 2π] ���� �������� ���

et al.et al.
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���� ��� ��� ��	��� ��� 
������� �
 χy �� �� ������ ��

	�� ���� �
 ��� 
������� �
 y� �� � 
������� 
�� Y �� ��

����
��� ��� 	�������� 
���� 
�� χy ������ �� ������ ����

� ��������� ρ ������ ���� ��� �������� ��
������ �
 Y � σ̂�

�� ��� �		�������� ��� ����� �� �	������ �� ��� 	������

���� q� s ��� ρ ��� ���� ��� ���� ���������� ��������� ��

��� �����
����	�� 
���������� 	��
������� �
 ��� �������

 ���� !" #������� ��	������ �� ���� !$ ������ 
������

%����� 
����� ����� %�������� 
�������

! ��&' ��&'

' ��!( ��)�

* ��!' ���*

& ���+ ��('

$ ���) ��((

) ���& ��+'

� ���' ��+&

( ���! ��+)

+ ���! ��+�

!� ���! ��+�

!! ���! ��+(

!' ���� ��+(

!* ���� ��++

!& ���� ��++

!$ ���� ��++

��� �����	
��
� ������
�

,� �
������� ��� 
���������� 	��
������� �
 � ������

�
 ������ ����� ��-�� �� ����� �	���
���� 	��������� .
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��	�� q� ��� �
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�
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��	� �	
����� s 
�� ��� ��
���� �
�
����� ρ� ��

�	������ 
	�� 
	���
����� �	���	�� h 
�	� 	�� �	 
	�� �����


��
� 
�� 
	� �
�� 	
 ���� �� ��		�� ��� 	����
� ��� 	


�
�
������ (q∗h, s
∗
h, ρ

∗
h)� �� ��� ��� �
�
����� q �	 �
�� ��

��� �
��� 
�	� � �	 �� ��
� ��
�� ��
� �� �	 �� ��� ����

	
 ��� �	�
� �
��
������  
	� ��� 
��� �
�
 ���! �� ����
����

�� ��� �	��	� 

��	��� "	� s �� ���� �
���� 
�	� � �	 ��

��� ����� �	��� 	
 � �	�����	��� �	 ��� 
�������	� ��
�

�	�� 	
 ��� �	��	� 

��	�� �� ��
���� ���� �	�� ��
� 	��

��
� 
	� 
�� 	
 ��� 	�����
��� ��	�	��� �����
�	��� ��

��
��� ��� �
��� 
	� 	�� ��
���� �
�
����� ρ �� 
 ���� ����

	
 �
���� R 
�	��� 
� 
���	���
�� �
���� 	
 ��� �
��	 	


��� ��
��
�� ����
��	� 	
 Y 
�� ��� �	��	� �	��	����

	
 y�

"	� �
�� ��#����� �	����
��	� 	
 �
��
���� �� ����$

�
�� ��� 
	���
����� ���
	��
��� �� �� �	����� ����	���

"����� �� �����
�� ��� �	��� �����%�� �� ����� �
����

	
 q 
�� s ����� 	�����
��	�� 
�	� &''� (� �	 &'') (�

 &'') (� �� ��
��� ��� ������ 	
 ��� �
����! 
�� �	�����

h = 1, 2, 3, 4$���� 
��
� 
	���
��� yτ+h|τ 
� ���� τ*&'')

(� 	
 yτ+h� �� ���� �������
�� ��� �	��� ����� 	�� 
���$

��	�
� 	�����
��	� 
�� �	����� yτ+h|τ 
	� τ*&'') (& 
��

h = 1, 2, 3, 4� ���� �� ����
��� �� ����� ����� 
�� 
�
��
���

	�����
��	�� 
�� 
����� 
�	� &''� (� �	 &''� (&� +� 
 ��$

���� �� 
������ 	�� ����	� 	
 	��$	
$�
���� 
	���
��� yτ+h|τ

��� ���� R �� � ��	
 �� 
����� �����
 ρ̂ =

√∑n
j=1 λj

∑q
j=1 λj

σ̂�
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��� ���� ���	
���
�� �� ������
�
�� ���
��� h� ���	�� ��

������
 q ��� ���
��� ��� �� ��� ������ ����
��
 s�

������������ �� ��� 	��� ��� ���
���� ��� ��� ����

�� ��� ������
� yτ+h|τ , τ = 2005Q1, . . . , 2009Q2 �� �������

� ������
� ��� ��� ����������
��� ���
�	�� Yτ+h�

Yτ+h|τ = yτ+h|τρ+ μ̂.

��� ������
� Yτ+h|τ ������� ������
 �� ��� ���
�� �� ���


���
�� ��������� ρ� ��� ������
� �������� �� ��� �����



 ���
���� 	� RMSE(h, q, s, ρ) ��
�� 

 ��� ���� ����


������ �����
 	������ ��� �	
����� ����
������  !"

Yτ+h ��� 
�
 ������
� Yτ+h|τ �

RMSE(h, q, s, ρ) =
1

17− h

√√√√ 2009:Q2∑
τ=2005:Q1

(Yτ+h − Yτ+h|τ )2.

��� � �
��� ���� 
�� ��� ������
�
�� ���
��� �� ����
�

��� ����� �
�� �
�
��� #$%&� '� 

 
���
(�� 	� ��� ���

�������
 (q∗h, s
∗
h, ρ

∗
h) ��
�� ��� 
��� �����

RMSE(h, q∗h, s
∗
h, ρ

∗
h) =

min
{
RMSE(h, q, s, ρ) : q, s = {1, 2, 3, 4},ρ ∈ R

}
,

��� h = 1, 2, 3, 4.

��� ���
��� RMSE∗h := RMSE(h, q∗h, s
∗
h, ρ

∗
h) 

 �
�� ��

�

�

 ��� ������
�
�� ����������� ��� � �
��� ���� 
���
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���� ���

��� ��������	 
���� 
� ��� �� ��
���� ��� ������	�

������� �� ��� ���� ��� �� ����� ��������	��	� RMSE∗h
���	�� �	 ��� �������� ���������	� ��� ���� ���������	�

������	� 
� 
���� ������ �� ���� �� ��
���� RMSE∗h ���

��� �������� ������� �� ��� ���� ���� ��� �� ��� ���������

�	� �� ������ ��� �	� 
��� ��� �
������ RMSE∗h�  	���!

��	������ ���� ����� ��� ��� 
�	� ����������	� �	� �� 	��

��������� "	����� 
� ������� �� �����
��

"	 ��� ���� ���� 
� ���� ��� ���� ��� �������	� �� ���

��	��������	� �� ��� ��������� �� ��� ������
�	�� �� ���


����� #�� Xn = (y, x1, . . . , xn) �� ��� ��
����� ���� ����

�� n = 139� �	� ��� Xj
n = (y, x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

��	��� ��� ��� 
������ ��� j!�� ��������� $� ����
���

RMSE∗h ��� X
j
n� ��� RMSEj

h� ��� j = 1, . . . , n �	� ����

��� ��������� xj, j = 1, . . . , n �	 ��������	� ����� ������!

�	� �� RMSEj
h� ���� 
� ��� ��� ������
�	�� �� ��� ���

Xj
n �� � 
������ �� ��� �
�����	�� �� ��� �������� xj ���

��� ��������� %�������� ��� ������ RMSEj
h ��� ��� 
���

�
�����	� xj ���

%	�� 
� ���� ������ ��� ��������� �	 ��� ���� Xs
nh =

(y, xh
s1, . . . , x

h
sn)� �	 ��� ����	� ���� 
� ����� �� �&�����

��������� ���
 ��� �	� �� ��� ������ ���� ��� �	� �� �	��

$� ��������� RMSE∗h� ���RMSEν
h � ��� ���� ������X

s
nhν =

(y, xh
s1, . . . , x

h
sν)� ν = 20, . . . , n� $� ������ ν �� ���� ���


'� �� n� ������� ����� ��� ��
� ��
������	� ��� ��� 
�	�!
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��� ������ 	
 ��������
 �� ��� 
���� ������� 	�� 	������


��
�� �� ��		
� �
 ��� 
�� Xs
nhν ���� ������� RMSEν

h �

���	���� ��
���������� �� Xopt
nh ��� RMSEopt

h �

�� ������ ���
 ��	������ 
	� ����� 
	����
���� �	���	�

h = 1, 2, 3, 4� �� ����� � �� ���	��� 
	� ���� h� ��� ����

��� 	
 ��������
 �� ��� 	������ 
��
�� Xopt
nh � ��� 	������


�� 	
 ���������
 ��� RMSEopt
h � �
 ���� �
 RMSE∗h 
	�

��� 
��� ���� 
��� �� ���
 ����� �� ��
	 
�	� ��� ��������

����	������ 	
 ��� 	������ 
��
�� 	� ��� 
��� ���� 
���

�
 ����� � 
�	�
� ��� 
��� 	
 ��� 	������ 
��
��
 �����


������ ��	�� ��� �	���	�
 
�	�  ! ��������
 
	� 
	����
�


	�� 
��� ����� �	 ���	
� ��� 
��� ���� 
�� 	
 ! " ��������



	� ��	 
���
 ����� 
	����
�
� #	������ � 
����$���� ���

��	������ �� ��� ���
	������ �
 
��� 	��� �� ��� 	�� 
���

����� 
	����
� ����� ��� RMSEopt �
   ��� ���� ��

 ����

��� RMSE∗ 
	� ��� 
��� ���� 
��� ����	��� ��� RMSEopt


	� ��� 	���� �	���	�
 �
 
���� 
������ ���� RMSE∗� ���

����	������ ����� �	�
 �	� 
��� 
����$�����

��� 	������ 
��
��
 
	� ��� ��%����� 
	����
���� �	���

�	�
 ��� ��������� �� �������& '� ��� �	����
�	� ���� ���

�� ���� �
 ���� ��� 
��
��
 ��� (���� ��%����� �� ��
����

�	 ��� �������� ��������
 ��� � ����� ������� 
	� ���������

	� �&������� 	
 ��������
 ����	� �� ������ #	������ ��


�	��� �� �	��� ���� 
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� �������� �	 
������
� ���
���

��� �����	��
� ��	��� ���
 �
����	��
� 
� �
� �	����

�
�	��	��� �	���� ΓT
nk 
� XT

n 	�� XT
n−k� �
� k = 0, 1, . . . ,M �

�� ��� �� �
 �����	�� �
� ������	��������� �	���� 
� XT
n ���

�������� �
����� ��	���
��	��
� 
� �
� ��
������ ��������

ΓT
n,−M , . . . ,ΓT

n,0, . . . ,Γ
T
n,M � �
��� ΓT

n,−k = ΓT ′
n,k� ����������

ΣT
n (θh) =

1

2π

M∑
k=−M

ΓT
nkwke

−ikθh ,

�
��� �
� ����������� 	�� ���	��� ��	��� �� �
� ������	�

[0, 2π]� ���� θh = 2πh
2M+1

� h = 0, . . . , 2M � 	�� wk = 1 −
|k|

M+1
� k = −M, . . . ,M 	�� �
� ����
�� �
�����
����� �


�
� �	������ �	� ����
� 
� ���� M � �� �


�� M = 6�

�
��
 �� ��
�� �
 �
� ��
�
��� �� �
��� �� 	��  !""!# �	���


� [T 1/3] + 1�

����
�� �� ����
�� �
� ���	��� �������	� ���
��
���

��
�� �
� �	�
 ��������� 
� �
� ����  ���� �
� h = 0, 1, . . . , 2M#

�� �
����� �
� ������	���� λT
nj(θh) 	�� �
��� 	��
��	���

���������
�� pT
nj(θh)� j = 1, . . . , n 
� ΣT

n (θh)� �
��� λT
nj(θh)

	�� �
���� �� �����	���� 
����� ���� λT
n1(θh) ≥ . . . ≥ λT

nn(θh)�

�� ��� PT
n (θh) = (pT ′

n1(θh), . . .p
T ′
nq(θh))

′ 	�� QT
n (θh) =

(pT ′
n,q+1(θh), . . .p

T ′
nn(θh))

′� $
� ������	��������� �	������ 
�

�
� �
��
� 	�� ���
�����	��� �
��
����� 	�� ��%��� 	�

ΣχT
n (θh) = P̃T

n (θh)

⎧⎪⎨
⎪⎩

λT
n1(θh) 0

� � �

0 λT
nq(θh)

⎫⎪⎬
⎪⎭PT

n (θh)

et al.et al.
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ΣξT
n (θh) = Q̃T

n (θh)

⎧⎪⎨
⎪⎩

λT
n,q+1(θh) 0

� � �

0 λT
nn(θh)

⎫⎪⎬
⎪⎭QT

n (θh),

����� 	�� 	
��� ����	�
 ������� �������	
�� ��� 	���
�

��

	
��� �� ��	�
� 	�� �����
���� ��	�
��
 ΓχT
nk ��� ΓξT

nk

�� 	�� ������ ��� 
�
�
�����	
� ��������	
 ��� 	�� 
��

���
� �

���	� ����
�� 	���
�����	
���

ΓχT
nk =

2π

2M + 1

M∑
h=−M

ΣχT
n (θh)e

iθhk

ΓξT
nk =

2π

2M + 1

M∑
h=−M

ΣξT
n (θh)e

iθhk

��� �������	�
 ��
�� �� �
� 	� ������
��	� 	�� �������

���	�� 
���� ��� �� 	�� ���� W kT
nt = ZT

nkX
t
n� ����� 	��

��
��	
 ZT
nk ��� ������ �
 	�� 
���	
��� ��� 1 ≤ k ≤ r ��

	�� �������
 �� �
�������� �������

ZT
nk = Arg max aΓχT

n0 ã


�	� aΓξT
n0 ã = 1

aΓχT
n0 Z̃

T
nm = 0 ��� 1 ≤ m ≤ k, 1 ≤ k ≤ n

���
 	�� ���	��
 ZT
nj� j = 1, . . . , n ��� 	�� �������
 ��

�
������	��
� �

��
�	�� �
	� 	�� �������
 �� �
��������


ηTnj �� 	�� ������ �� ��	�
��
 (ΓχT
n0 ,Γ

ξT
n0)�
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��� �����	�� 
�� χi,T+h ��

χnT
i,T+h =

(
ΓχT
nhZ

T
n (Z̃

T
n Γ

T
n0Z

T
n )
−1Z̃T

nX
T
n

)
i
,

�
��� ZT
n = (ZT ′

n1, . . . , Z
T ′
nr)

′.

��	���������

χnT
it =

(
ΓχT
n0 Z

T
n (Z̃

T
n Γ

T
n0Z

T
n )
−1Z̃T

nX
t
n

)
i
, 
�� t ≤ T

�� ��� �����	�� �
 �
� ������ ���������� χit�

�
� ����� �� ����������� �� �	��	� �� �
� �	��� �


����� ������
�� �� �� �����

�
�����������������	������������
������	�����	��	��
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